Kumulierte Haufigkeiten

» Bei zumindest ordinalskalierten Merkmalen sind die
Merkmalsauspragungen ay, ..., ay mita; < ... < ax
geordnet.

» Deshalb kann man die absoluten und relativen
Haufigkeiten sinnvoll kumulieren.

» Die j-te kumulierte absolute Haufigkeit ist
Eﬁ;lhi = hl-l-—l—h]
» Die j-te kumulierte relative Haufigkeit ist

Vi fi=fit. +
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Kumulierte Haufigkeitsverteilungen (1)

» kumulierte absolute Haufigkeitsverteilung: Fir jede
vorgegebene Zahl x € IR bestimmt man die Anzahl von
Beobachtungswerten, die kleiner oder gleich x sind.

» Mit den Auspragungen a; < ... < aj und deren
Haufigkeiten gilt:

H(x) = h(ar) +... +ha) = Y h;

ila;<x

Dabei ist a; die gréBte Auspréagung, flr die noch
aj < Xx qilt, so dass also Ajt1 > X ist.
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Bsp. Absolventenfeier-Daten

SoSe 26, v0.2

MaBkrug Einstiegs- | Notenim
i Bier Geschlecht gehalt Studium
1 1 mannlich 45000 gut
2 0 weiblich 46 000 gut
3 3 mannlich 38 000 schlecht
4 4 mannlich 42000 mittel
5 4 weiblich 47000 mittel
6 2 weiblich 42000 gut
7 0 weiblich 41000 gut
8 3 mannlich 45000 schlecht
9 0 mannlich 40000 mittel
10 5 mannlich 42142 mittel

2. Univariate deskriptive Statistik

2.5. Kumulierte Haufigkeiten
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Kumulierte Haufigkeitsverteilungen (2)

» empirische Verteilungsfunktion: Statt absoluter
werden relative Haufigkeiten aufsummiert.
» Es gilt

F(x) = f(a1) + .. ‘I‘fa] Z fis
ila;<x
wobei aj < x und Ajy1 > X.
» Dies liefert die Antwort auf die Fragestellung:

»Welcher Anteil der Daten ist kleiner oder gleich
einem interessierenden Wert x?*

» Empirisch bedeutet aus konkreten Daten berechnet
(vs. Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable). !
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Bsp. Emp. Verteilungsfkt. MaBkrug Bier [/

F(x)A

1.0 —

0.8 §

0.6 - §

—

0.4 -  —

0.2 1 f

0.0 : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .

-1 0 1 2 3 4 5 6 X
Abb.: Empirische Verteilungsfunktion des Merkmals MaBkrug
Bier !
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Bem. Kum. Haufigkeitsverteilungen

» Kumulierte absolute Haufigkeitsverteilung und
empirische Verteilungsfunktion sind monoton
wachsende Treppenfunktionen, die an den
Auspragungen ay, . . ., a3 um die entsprechende
absolute bzw. relative Haufigkeit nach oben springen.

» An den Sprungstellen ist der obere Wert, d. h. die
Treppenkante, der zugehérige Funktionswert.

» Die Funktionen H(x) bzw. F(x) sind gleich 0 fir alle
x < ay und gleich n bzw. 1 fir x > a;..
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F(x)A

1.0
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0.0 — ‘ ‘ ‘ ‘ -
15 20 25 30 35 40 X

Abb.: Empirische Verteilungsfunktion zum Body-Mass-Index auf
der Basis der kumulierten Einzelwerte, n = 60
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Kennzahlen von Daten

» MaB- oder Kennzahlen sind die Verdichtung der
statistischen Eigenschaften einer Datenmenge auf einen
oder wenige Parameter.
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LagemaBe

» MaBzahlen zur Lage beschreiben das Zentrum einer
Verteilung durch einen numerischen Wert:

» arithmetisches Mittel
Median
Modus

>
>
» geometrisches Mittel
>
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Arithmetisches Mittel (1)

» arithmetisches Mittel: Summe aller beobachteten
Werte geteilt durch die Anzahl der Beobachtungen

» Bestimmung aus der Urliste:

1
X = n(x1+ A xy) = — le

» bei Haufigkeitsdaten mit Auspragungen ay, . .., ay
und absoluten Haufigkeiten h, . . ., hy:

1
X = " —(ath1 4+ ... +aghy) = Z a]
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Arithmetisches Mittel (2)

» bei Haufigkeitsdaten mit Auspragungen ay, . .., a

und relativen Haufigkeiten f1, . .., fi:
k

X=a1fi+...+arfy = Ea]f]

j=1
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Bem. Arithmetisches Mittel

» Das arithmetische Mittel
» ist fUr intervall- und verhaltnisskalierte Merkmale
sinnvoll definiert.
» reagiert empfindlich auf extreme Werte oder
AusreiBer in den Daten (empfindliches LagemaB).
» entspricht dem (physikalischen) Schwerpunkt der
Daten.

i oo BE G
01‘345

Abb.: lllustration des arithmetischen Mittels des
Merkmals MaBkrug Bier
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Bsp. Absolventenfeier-Daten (erweitert 1

MaBkrug Einstiegs- | Notenim

i Bier Geschlecht gehalt Studium | Brezn

1 1 mannlich 45000 gut 0

2 0 weiblich 46 000 gut 1

3 3 mannlich 38 000 schlecht 0

4 4 mannlich 42000 mittel 1

5 4 weiblich 47000 mittel 0

6 2 weiblich 42000 gut 1

7 0 weiblich 41000 gut 0

8 3 mannlich 45000 schlecht -

9 0 mannlich 40000 mittel 0
10 5 mannlich 42142 mittel 15 !
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Bsp. Arithmetisches Mittel

[1
01‘ 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15

ADbb.: lllustration des arithmetischen Mittels des Merkmals
Brezn
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» Median: Wert der nach GroBe sortierten
Beobachtungen, der genau in der Mitte liegt

» Ordnen der Werte x1, ..., x;,; der GroBe nach:
X(l) S x(z) < < X(n)

» Bestimmung aus der geordneten Urliste durch

=

n+1 fur n ungerade
xmed - 1( 2 ) .
3 (x(n)y+x@,q)) firngerade

ol
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Bsp. Absolventenfeier-Daten (erweitert 2

MaBkrug Einstiegs- | Notenim
i Bier Geschlecht gehalt Studium | Brezn
1 1 mannlich 45000 gut 0
2 0 weiblich 46 000 gut 1
3 3 mannlich 38 000 schlecht 0
4 4 mannlich 42000 mittel 1
5 4 weiblich 47000 mittel 0
6 2 weiblich 42000 gut 1
7 0 weiblich 41000 gut 0
8 3 mannlich 45000 schlecht 1
9 0 mannlich 40000 mittel 0
10 5 mannlich 42142 mittel 15 !
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Bem. Median (1) W

» Eigenschaften des Medians sind:
» Mindestens 50 % der Daten sind kleiner oder gleich
Xmed -
» Mindestens 50 % der Daten sind gréBer oder gleich
Xmed -
» FUr ungerades 7 ist der Median X,,eq die mittlere
Beobachtung der geordneten Urliste.

» FUr gerades 7 ist der Median x,oq das arithmetische
Mittel der beiden in der Mitte liegenden Beobachtungen
(Vereinbarung).
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Bem. Median (2)

» Der Median

» setzt ein mindestens ordinalskaliertes Merkmal
voraus.

» ist als robustes LagemaB auch bei metrischen
GréBen sinnvoll.

» ist einfacher interpretierbar als das arithmetische
Mittel.
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Bem. Median (3)

» Der Median ist als LagemaB zu bevorzugen beim
Vorliegen

» nur weniger Messwerte,
» asymmetrischer Verteilungen,
» bei Verdacht auf AusreiBer (robustes LagemaB).
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» Der Modus Xp,oq ist
» die Auspragung mit der groBten Haufigkeit.

» bereits fUr nominalskalierte Merkmale geeignet.

» eindeutig, falls die Haufigkeitsverteilung ein
eindeutiges Maximum besitzt.

» in der Darstellung durch Stab- oder
Saulendiagramme die Auspragung mit dem
hdchsten Stab.
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Lageregeln

» Bei intervall- und verhéltnisskalierten Merkmalen gilt:
» symmetrische Verteilungen:
Xmod ~ Xmed ~ X
» linkssteile Verteilungen:
Xmod < Xmed < X
» rechtssteile Verteilungen:
Xmod -~ Xmed -~ X

» Die Lageregeln sind in erster Linie flr unimodale
Verteilungen von Bedeutung.

» Je starker sich X, Xeq UNd X4 Unterscheiden, desto
schiefer sind die Verteilungen.
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Bsp. Lageregeln

Daten A Daten B
h(x) A

10

8

6

4

2

0 0
0 2 4 6 8x 0 2 4 6 8x

Daten C

h(x) A

10

8

6

4

2

0
0 2 4 6 8x

Abb.: Absolute Haufigkeitsverteilungen (Sdulendiagramme) !
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Weitere Lagemale

» LagemaBe fur bestimmte Fragestellungen:
» geometrisches Mittel
» harmonisches Mittel
» getrimmtes Mittel
> ..
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Bsp. Zinseszinsrechnung W

» Ein Anfangskapital Ky wird im ersten Jahr mit zwei
Prozent, im zweiten Jahr mit sieben und im dritten Jahr
mit finf Prozent verzinst. Welcher tber die drei Jahre
konstante Zinssatz p % héatte zum Schluss das gleiche
Endkapital ergeben?

"y
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Geometrisches Mittel

» geometrisches Mittel: 72-te Wurzel aus dem Produkt
aller beobachteten Werte (Faktoren)

» Bestimmung fir die Faktoren x1, ..., x; durch

Xgeom: nxl'...'x;/l
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Bem. Geometrisches Mittel

» Geeignetes MittelmaB flr GréBen, von denen das
Produkt anstelle der Summe interpretierbar ist.

» Anwendung bei Merkmalsauspragungen die relative
Anderungen darstellen: z. B. Wachstum, Zuwachsraten
oder Produktionssteigerungen.

» Verdnderungen sollten in jeweils gleichen zeitlichen
Absténden gegeben sein.

» Verédnderung Uber die Zeit in einigermaBen konstantem
Verhaltnis.

> Es gilt Xgeom < X, Wobei Xgeom = X genau dann gilt,
wenn X1 = ... = X ist.
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W

» p-Quantil: Wert Xp, der Daten so in zwei Teile trennt,
dass etwa p - 100 % der Daten darunter und
(1 —p) - 100 % dariber liegen

» Es muss gelten
Anzahl (x-Werte < x)
n

Zp

und
Anzahl (x-Werte > x)
n

>1—p.
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» Damit gilt fir das p-Quantil:

> Xp = X([np]+1)» WeNN np nicht ganzzahlig
» Dabei ist [np] die zu np néchste kleinere
ganze Zahl.
> Xy = %(x(np) + X(np41)), Wenn np ganzzahlig
» Mindestens p - 100 % der Daten sind kleiner oder

gleich x,, und mindestens (1 — p) - 100 % der
Daten sind groBer oder gleich xp .

"y
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Bem. Quantile (1)

» Ein Quantil ist ein LagemaB.

» Der Median ist das 50 %-Quantil = x5 .

» Das untere Quartil ist das 25 %-Quantil = x5 .
» Das obere Quartil ist das 75 %-Quantil = xg.75.

» Das Quantil ist die Umkehrfunktion der empirischen
Verteilungsfunktion.
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Grafische Bestimmung Quantile W/

» Bestimmung des p-Quantils x,, aus der empirischen
Verteilungsfunktion:
» Im Abstand p zur x-Achse eine Horizontale
eintragen.

» Horizontale trifft auf ein senkrechtes Stiick der
Treppenfunktion: Der dazugehdrige x-Wert ist das
p-Quantil x,, .

» Horizontale trifft auf ein waagerechtes Stlick der
Treppenfunktion: Der mittlere Wert der beiden
Beobachtungen, die die Treppenstufe definieren, ist
das p-Quantil xy, .
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Bsp. Emp. Verteilungsfkt. MaBkrug Bier [/

F(x)A
1.0

0.8 1
0.6 1
0.4

0.2 1

0.0

-1

Abb.: Empirische Verteilungsfunktion des Merkmals MaBkrug

Bier

SoSe 26, v0.2
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Bem. Quantile (2)

» Berechnung des p-Quantils ist nicht einheitlich.

» In R stehen 9 Varianten zur Verfligung. In der Praxis
unterscheiden sich diese aber kaum.
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FUnf-Punkte-Zusammenfassung

» Die FUnf-Punkte-Zusammenfassung ist die
komprimierte Information tber eine Verteilung.

> Sie besteht aus

Xmin = X(1) s X0.25, Xmed » X0.75 » Xmax = X(y) -

» Die Quartile, das Minimum, das Maximum sowie der
Median teilen den Datensatz in vier Teile, wobei jeder
dieser Teile in etwa ein Viertel der Beobachtungswerte
enthélt.

» Visualisierung erfolgt durch den Box-Plot.
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