Rel. Haufigkeit u. Wahrscheinlichkeit (1)

> alternative Idee, wenn Elementarereignisse nicht gleich
wahrscheinlich sind: Erfahrung aus Versuchen

» Man wiederhole ein Zufallsexperiment 7-mal
unabhéngig voneinander, wobei jedes Ereignis A
bei jeder Durchflihrung dieselbe Wahrscheinlichkeit
besitzt einzutreten.

» Bezeichne f,(A) die relative Haufigkeit des
Eintretens von A bei n Wiederholungen.

» Dann gilt empirisch:

fa(A) === P(A)
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Bsp. MUnzwurf (1)

W

» Zufallsexperiment ,Werfen einer Miinze“. Ereignis A
steht fUr Eintreten von Zahl.

n 1 2 3 4 5
Ergebnis Z K K Z Z
fu(A) ;=1 1=05 1=033 2=05 =06
n 6 7 8 9 10
Ergebnis K Z Z Z
fu(A) =05 f=057 =062 §=067 L =07
n 11 12 13 14 15
Ergebnis K K K Z K
fu(A) G =064 L =058 L=054 F=057 E=053
n 16 17 18 19 20
Ergebnis Z K Z Z K
fu(A) £ =056 £ =053 13=056 15=058 4 =055

SoSe 26, v0.5
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Bsp. MUnzwurf (2)

=y

0 5 10 15 20

Abb.: Relative Haufigkeit f,(A) des Ereignisses ,,Zahl* bei n

Wiederholungen des Munzwurfs
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Bsp. Serien von Minzwdirfen

fu(A) A

1,

0.8

0.6
WMWW
0.4

0.2 /
0

0 20 40 60 80 100

Abb.: Relative Haufigkeit f,(A) des Ereignisses ,,Zahl* bei n

Wiederholungen des Munzwurfs flr drei Serien
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Rel. Haufigkeit u. Wahrscheinlichkeit (2)

» Fur groBes # liegt die relative Haufigkeit f,(A) fir das
Auftreten von A mit groBer Wahrscheinlichkeit nahe bei
der Wahrscheinlichkeit P(A), d.h.

fn(A) = P(A),

und fir n — oo konvergiert“ f,,(A) gegen P(A).

n—o00

» Die Eigenschaft f,(A) —— P(A) wird als
empirisches Gesetz der groBen Zahlen bezeichnet.
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Rel. Haufigkeit u. Wahrscheinlichkeit (3)

> Wahrscheinlichkeiten werden im Allgemeinen als relative
Haufigkeiten bestimmt und interpretiert.

» Der Unterschied zwischen relativer Haufigkeit und
Wahrscheinlichkeit ist folgender:

> relative Haufigkeit: bezieht sich auf den erfassten
Zustand einer Stichprobe in der Vergangenheit
» Wahrscheinlichkeit: bezieht sich auf ein zuklnftiges
Ereignis
> Jede Wahrscheinlichkeit ist als Erwartungswert einer relativen

Haufigkeit deren mathematische Abstraktion: Aus Erfahrung
wird Erwartung.

SoSe 26, v0.5 4. Wahrscheinlichkeitsrechnung 4.4. Rel. Haufigkeit u. Wahrscheinlichkeit 265



N .

5. Diskrete Zufallsvariablen und
Verteilungen



Motivation Zufallsvariablen

» Ergebnisse von Zufallsvorgéngen sind nicht immer
Zahlen.

» z.B. Zufallsexperiment ,Werfen einer Mlinze*
» Oft interessiert man sich auch nicht primar flr die

zugrundeliegenden Ergebnisse selbst, sondern fur
daraus abgeleitete Zahlen.

» z.B. ,Wie oft tritt Kopf bei mehrmaligem Werfen
einer Mlinze auf?*

» Ordnet man den Ergebnissen eines Zufallsvorgangs
Zahlen zu, so erhédlt man eine Zufallsvariable.

SoSe 26, v0.5 5. Diskrete Zufallsvariablen und Verteilungen 5.1. EinfiUhrung und Grundbegriffe
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Zufallsvariablen (1)

» Zufallsvariable X: eine Variable oder ein Merkmal,
dessen Werte oder Auspragungen die Ergebnisse eines
Zufallsvorgangs sind

» Realisierung x: Zahl € IR, die eine Zufallsvariable X
bei einer Durchfihrung des Zufallsvorgangs annimmt

» Wertemenge oder Trager T von X: die Menge aller
moglichen Realisierungen einer Zufallsvariable X

ol
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Bsp. Zufallsexperimente und -variablen

» Zufallsexperiment ,2-maliges Werfen eines Wiirfels*:
» Zufallsvariable X = ,,Summe der Augenzahlen®
» Zufallsvariable Y =, Anzahl der geraden
Augenzahlen®
> ...

» Produktionsprozess einer Glihbirne (komplexes
Zufallsexperiment, da viele vom Zufall abhéngige
Einflusse):

» Zufallsvariable X = ,Lebensdauer einer Gluhbirne“
» Zufallsvariable Y =, Leistung einer Glihbirne“
> ...
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Zufallsvariablen (2) (&Y

» Man interessiert sich bei Zufallsvariablen flr Ereignisse
folgender Art bzw. deren Wahrscheinlichkeit.

Ereignis: Wahrscheinlichkeit:
{X =x} P(X =x)

{X # x} P(X # x)

{X < «x} P(X < x)

{X >«x} P(X > x)

{a <X <b} Pla < X <b)

ol
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Bem. Zufallsvariablen W/

» Zufallsvariablen werden mit groBen Buchstaben, z. B.
X, bezeichnet.

» Realisierungen werden mit kleinen Buchstaben, z. B. x,
bezeichnet.

» Eine Stichprobe ist die n-fache Realisierung einer
Zufallsvariable X.

» Begriffe zur Skalierung von Merkmalen und die
Unterscheidung in diskrete und stetige Merkmale
werden auf Zufallsvariablen Ubertragen.
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Diskrete Zufallsvariablen W/

» Eine Zufallsvariable X heiBt diskret, falls sie nur endlich
oder abzahlbar unendlich viele Werte x1, X2, ..., Xk, - - .
annehmen kann.

» Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X ist durch die
Wahrscheinlichkeiten

P(X:xi) = Pi» i:1,2,...,k,...

gegeben. Diese wird oft in Form einer (Verteilungs-)
Tabelle dargestellt.
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

» Die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) einer diskreten
Zufallsvariable X ist fir x € IR definiert durch:

f(x) _ {P(X: xi) =pi, X=X;€ {x1,x2,...,xk,...}

0, sonst

» Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist somit analog zur
relativen Haufigkeitsverteilung.
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Visualisierung von

» grafische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion durch ein Stab- oder
Saulendiagramm

» Stabhohe tber x;,1 =1,2,...,k,... gleich p;
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p2

P1

Pk—1

Pk

X1 X2

Abb.: Stabdiagramm der Wahrscheinlichkeitsverteilung bzw.

Xk—1

-funktion einer diskreten Zufallsvariable X
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Verteilungsfunktion

» Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X: Funktion,

die die Wahrscheinlichkeit angibt, dass die
Zufallsvariable X einen Wert kleiner x oder gleich x
annimmt

» Die Verteilungsfunktion einer diskreten
Zufallsvariable ist gegeben durch

Fx)=P(X<x)= Y f(x),

i x<x

wobei f(x;) die Wahrscheinlichkeitsfunktion
bezeichnet.

SoSe 26, v0.5 5. Diskrete Zufallsvariablen und Verteilungen 5.2. Diskrete Zufallsvariablen

276




Bem. Verteilungsfunktion W

» Eigenschaften:
> F(x) ist eine Treppenfunktion, die an den Stellen X;
um den Wert p; = f(x;) nach oben springt;
dazwischen verlauft sie konstant.
» An den Sprungstellen ist der obere Wert, d. h. die
Treppenkante, der zugehdrige Funktionswert (Fkt.
somit rechtsseitig stetig).

» Verteilungsfunktion somit analog zur empirischen
Verteilungsfunktion
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Visualisierung von F(x

0.8+
0.6 1
0.4+
0.21
0 — ‘ ‘ ‘ -
X1 Xo . Xk—1 Xk X

Abb.: Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable
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04 }
0.05 - T
02{
- R —
123 45 6 123 45 6 4

Abb.: Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion fur die

Zufallsvariable X = ,Augenzahl“ bei einmaligem Wiirfeln
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0.15 1

0.1

0.05 1 ‘

‘|>

2 4 6 8 10 12 4

Abb.: Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion fur die
Zufallsvariable X = ,Summe der Augenzahlen® bei zweimaligem

Wiirfeln
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Rechenregeln zur Verteilungsfkt. (1)

» Fir die Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion
F(x) an den Stellen x = a und x = b gelten die
folgenden Beziehungen:

P(X <a)=F(a)

P(X <a)=F(a) —P(X =a)
P(X>a)=1—F(a)
P(X>a)=1—F(a)+ P(X =a)

SoSe 26, v0.5 5. Diskrete Zufallsvariablen und Verteilungen 5.2. Diskrete Zufallsvariablen
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Rechenregeln zur Verteilungsfkt. (2)

Pla<X<b)=
Pla<X<b)=
Pla<X<b)=
Pla<X<b)=

SoSe 26, v0.5 5. Diskrete Zufallsvar

F(b) — F(a)
F(b) — F(a) + P(X = a)
F(b) — F(a) = P(X = b)
F(b) = F(a) + P(X = a) = P(X =

iablen un

d Verteilungen 5.2. Diskrete Zufallsvari

iablen

W
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Bernoulli-Experiment u. -Variable

» Bernoulli-Experiment: Zufallsexperiment mit einem
dichotomen Ausgang

» z.B. Minzwurf mit den Ergebnissen Kopf und Zahl

» Bernoulli-Variable: Zufallsvariable

__J 1, falls das Ereignis A eintritt
~)o, falls das Ereignis A nicht eintritt

mit dem Trager T = {0, 1}
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Bernoulli-Variable (1)

» Sei X eine Bernoulli-Variable. Wenn P(A) = 7t gilt, so
folgt:

P(X

P(X

)

1
0)

7T
1—7m
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Bernoulli-Variable (2)

» FUr die Wahrscheinlichkeitsfunktion gilt:

1—7t fir x=0
fx)=4 7 flir x=1
0 sonst

» Fur die Verteilungsfunktion gilt:

0 far x <0
Flx)=q¢ 1—m fir 0<x<1
1 far x>1
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Bernoulli-Prozess

» Bernoulli-Prozess: Ein Bernoulli-Experiment wird
n-mal ohne gegenseitige Beeinflussung wiederholt.

» Bei jeder Wiederholung interessiert nur, ob ein
bestimmtes Ereignis A eintritt oder nicht.

» Die Wiederholungen sind unabhéangig.

» Die Erfolgswahrscheinlichkeit P(A) = 7t bleibt
konstant.
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen (1)

» Zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y mit den Tragern
TX = {xl,xz,. ces Xy oo } und
Ty = {y1,¥2,--.,Yi, ...} heiBen unabhéngig, wenn fir
beliebige x € Tx undy € Ty

PX=x,Y=y)=P(X=x)-P(Y=y)

gilt.
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Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen (2)

» Allgemeiner heiBen n diskrete Zufallsvariablen
X1, X5, ..., X, unabhéngig, wenn fir beliebige Werte
X1, X2, ..., Xy aus den jeweiligen Tragern
P(Xl = xl,Xz = X2,...,Xn = xn)
= P(Xl = x1) P(Xz = XZ) .. P(Xn = xn)

gilt.
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Diskrete Gleichverteilung (1)

» Eine diskrete Zufallsvariable X heiBt gleichverteilt auf
dem Trager T = {x1,x2, ..., X}, wenn fir alle
i=1,...,k

gilt.
» Jeder Ausgang des Zufallsexperiments tritt mit
derselben Wahrscheinlichkeit auf.
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Diskrete Gleichverteilung (2)

» Fir die Wahrscheinlichkeitsfunktion gilt:

) = { P(X=x))=1, x=x;€{x, ..., %}

0, sonst

» FUr die Verteilungsfunktion gilt:

0 for x < X1
pofur xp<x<mx
Flx)=4¢ :
k%l fur xp_1 < x < xg
|1 far X > Xg
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Abb.: Diskrete Gleichverteilung fir k = 10

SoSe 26, v0.5 5. Diskrete Zufallsvariablen und Verteilungen

5.4. Diskrete Gleichverteilung

o—"
0 2 4 6 8 10 y

291




Warten auf den ersten Erfolg

> Beispiel: Bei einem Spiel wird mit einem Wrfel
wiederholt gewdrfelt. Wie ist die Zufallsvariable

X = ,Anzahl der Wurfe, bis zum
ersten Mal eine Sechs fallt“

verteilt?

SoSe 26, v0.5 5. Diskrete Zufallsvariablen und Verteilungen 5.5. Geometrische Verteilung
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Geometrische Verteilung (1)

» Ein Bernoulli-Versuch werde bei gleichbleibenden
Wahrscheinlichkeiten 7t = P(A) solange wiederholt,
bis zum ersten Mal das interessierende Ereignis A
eintritt. Dann heiBt die Zufallsvariable

X = ,Anzahl der Versuche, bis zum
ersten Mal A eintritt”

geometrisch verteilt mit dem Parameter 7t. Der Trager
von Xist T ={1,2,3,...} =N,
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Geometrische Verteilung (2) W

» Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist gegeben durch:

1—m)*1n, xe{1,23,...}
0, sonst

f(x)=P(X=x)={

» Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch:

F(x)=P(X <x)
=1—P(X > x)
=1-(1-—mn)"

Der Graf von F erreicht fir keinen endlichen x-Wert die
1, jedoch gilt F(x) — 1 fir x — o0, !
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Bsp. Geometrische Verteilung W

» Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem fairen
Waiirfel,

a) mit dem dritten Wurf zum ersten Mal eine Sechs zu
wiurfeln?

b) innerhalb der ersten drei Wirfe zum ersten Mal eine
Sechs zu wurfeln?

c) mehr als drei Wirfe zu bendétigen, um zum ersten
Mal eine Sechs zu wirfeln?
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Abb.: Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion der
geometrischen Verteilung fir 1 = 1/6

SoSe 26, v0.5 5. Diskrete Zufallsvariablen und Verteilungen

5.5. Geometrische Verteilung

296



0.4 0.8- _Ed

0.3 0.6

0.2 0.4 ]

0.1 02

0 |l" : ; : 0Lb—— ‘ ‘ — -
0 5 10 15 20 y 0 5 10 15 20 y

Abb.: Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion der

geometrischen Verteilung fir 7t = 0.5
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Abb.: Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion der

geometrischen Verteilung fir 7t = 0.25
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Geometrische Verteilung als Modell

» Wahrscheinlichkeitsmodell z. B. fur
» Lebensdauer eines Gerats in Tagen, bis es zum
ersten Mal ausfallt
» Dauer (in Wochen oder Monaten), bis ein
bestimmter Kunde zum ersten Mal einen
Versicherungsfall meldet

» Dauer der Arbeitslosigkeit (in Wochen oder
Monaten), bis jemand wieder erwerbstatig wird
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Warum braucht man Verteilungen?

» Verteilungen werden zur Modellierung von
Zufallsvorgangen und zur Datenanalyse mittels
induktiver Statistik eingesetzt.

» In der Regel gelingt es nur in einfachen Situationen und
unter gewissen Idealisierungen zu zeigen, dass eine
bestimmte Verteilung dem Sachverhalt exakt angepasst
ist.

» Meistens lasst sich nur feststellen, auch mit Mitteln der
Statistik, ob eine gewéhlte Verteilung dem Sachverhalt
und den Daten gut oder schlecht angepasst ist.
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MaBzahlen diskreter Verteilungen W

» GroBen zur Kennzeichnung der Verteilung, z. B.
» Erwartungswert: MaBzahl flr das Zentrum einer
Verteilung
» Varianz: MaBzahl flr die Streuung einer Verteilung
> ...
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Erwartungswert (1)

» Der Erwartungswert E(X) einer diskreten
Zufallsvariable X mit den Werten x1, ..., X, ... und der
Wahrscheinlichkeitsverteilung p1, ..., px, . . . ist

EX)=p=xipr+... +x,pr+...

=Y xipi.

i>1

» E(X) ist ein mit den Wahrscheinlichkeiten p;
gewichtetes Mittel der moglichen Werte x; von X.
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Erwartungswert (2)

» Mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) Iasst sich
E(X) in der &quivalenten Form
E(X) =p=x1f(x1) +...+xef(x) + ...
=) xif(x)

i>1
schreiben.

» Der Erwartungswert ist eine Eigenschaft der Verteilung,
deshalb spricht man auch vom Erwartungswert einer
Verteilung (statt einer Zufallsvariable).
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Erwartungswert vs. arith. Mittel

» Erwartungswert E(X):

» |st die Erwartung an das Ergebnis eines
Zufallsexperiments mit Bezug auf den Wert der
Zufallsvariable.

» Der Erwartungswert gibt die Lage der Verteilung
wieder, ohne dass das Experiment durchgefihrt
wird.

» Es wird nur das potentielle Ergebnis eines
Zufallsexperiments reflektiert.

» arith. Mittel x: beschreibt den Schwerpunkt von
erhobenen Daten
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Rechenregeln f. Erwartungswerte (1)

» Erwartungswert von symmetrischen Verteilungen

> Ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x)
symmetrisch um ¢, soist E(X) = c.

» Erwartungswert der Summe von Zufallsvariablen
» Fur zwei Zufallsvariablen X und Y ist

E(X+Y)=E(X)+E(Y).

» Allgemeiner gilt mit beliebigen Konstanten
a], c ey an

E(a1X1 + ...+ aan) = alE(Xl) + ...
.+ anE(Xy) .
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Rechenregeln f. Erwartungswerte (2)

» Produktregel fir unabhéangige Zufallsvariablen

» Fur zwei unabhangige diskrete Zufallsvariablen X
und Y gilt

E(X-Y) = E(X)-E(Y).

SoSe 26, v0.5 5. Diskrete Zufallsvariablen und Verteilungen 5.6. MaBzahlen diskreter Verteilungen 306



Weitere Lageparameter

» Definition erfolgt in Analogie zu entsprechenden
Definitionen fir empirische Verteilungen (relative
Haufigkeiten werden durch Wahrscheinlichkeiten
ersetzt).

» Modus
» Median
» Quantile
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Modus I

» Der Modus x,,,0q €iner diskreten Zufallsvariable X ist
ein Wert x, fir den P(X = x) maximal wird.
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Median und Quantile (1)

» Der Wert x;, heift p-Quantil der diskreten
Zufallsvariable X, wenn

P(X<xp)>p und P(X>xp)>1—p

gilt. Fir p = 0.5 wird dieser auch als Median xp,eq
bezeichnet.
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Median und Quantile (2)

v i+ —
1 : 1
2 2 .
; o r r r |
X0.5 X X0.5 X

Abb.: Bestimmung des Medians x,oq aus der

Verteilungsfunktion
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Varianz und Standardabweichung W

» Sind beides MaBzahlen fir die zu erwartende Streuung
in den Ergebnissen eines Zufallsexperiments.

» Die Varianz einer diskreten Zufallsvariable X ist

Var(X) = 0* = (x1— M)zpl +ot (=) et

=2 (% 2f (%)

i>1

» Die Standardabweichung ist

0(X) =0 =44/ Var(X).
311
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Rechenregeln flr Varianzen

» Varianz der Summe von unabhéngigen Zufallsvariablen

» Fur unabhangige Zufallsvariablen X und Y bzw.
Xl, oo ,Xn gllt

Var(X+Y) = Var(X) 4+ Var(Y);
und mit beliebigen Konstanten a4, ..., a4,

Var(mXi+ ... +anXy) =
atVar(Xy) + ... +aVar(X,) .
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Erwartungswert und Varianz

» Bernoulli-Verteilung
E(X)=mn, Var(X)=rm(1-m)
» diskrete Gleichverteilung

2 _
E(X) = k%l Var(X) = -1

12
» geometrische Verteilung
1 1—7m
E(X)=—, Var(X)=
(X) =~ Var(X) = —;
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