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8. Hypothesentests



Fragestellungen (1)

» Eine Herstellerfirma umweltfreundlicher
Energiesparlampen behauptet, dass die Haltbarkeit
ihrer Lampen im Durchschnitt 10 000 Stunden betrégt

Frage: Ist diese Behauptung gerechtfertigt?

Oder anders formuliert:

Stimmt der Erwartungswert der Zufallsvariable X =
~Lebensdauer* mit den angegebenen 10 000 Stunden
Uberein?
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Fragestellungen (2)

» Eine Firma produziert Nagel. Der Sollwert der
Nagelldnge einer bestimmten Sorte betragt 17 cm.

Frage: Stimmt der Erwartungswert u der Zufallsvariable
X = ,Nagellange“ mit der Solllange Uberein?
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Statistische Hypothesen (&Y

» Eine statistische Hypothese ist eine Behauptung tber
Eigenschaften einer Zufallsvariable.
» Beispiele:
» Der Erwartungswert y der Zufallsvariable X =
»Nagellange” betragt 17 cm.

» Die Standardabweichung o der Zufallsvariable
X = ,Nagellange“ betragt 1.5 cm.
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Testen von Hypothesen

» Das Interesse ist es, zu Uberprifen, ob bestimmte
Behauptungen Uber Eigenschaften (Parameter) einer
Zufallsvariable zutreffen oder nicht.

» Im Gegensatz zum Schéatzen liegt hier ein
Entscheidungsproblem vor.
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Bsp. Nagellange

» Der Sollwert der Lange einer bestimmten Sorte Nagel
betragt 17 cm.

» Frage: Stimmt der Erwartungswert yi (Parameter) der
Zufallsvariable X = ,Nagellange“ mit der Solllange
Uberein?

» Statistische Hypothese: ,,Die zu erwartende Lange u
der Nagel betragt 17 cm.*”
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Hypothesentests (1)

» Hypothesentests dienen dem statistischen Nachweis
von Unterschieden oder Effekten.

» Es sind ,,objektive” Entscheidungsverfahren oder
~Entscheidungstools”, die auf Basis von Stichproben
und Wahrscheinlichkeitsmodellen Entscheidungen
herbeifliihren.

» Uber die Wahrscheinlichkeitsmodelle miissen
Annahmen getroffen werden.
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Bsp. Hypothesentests

» Frage: Stimmt der Erwartungswert 1 der Zufallsvariable
X = ,Nagellange“ mit der Solllange von 17 cm Uberein?

» Statistische Hypothese: ,Die zu erwartende Lénge
der N&gel betragt 17 cm.”

» Annahme: Es sei bekannt, dass die Lange X der N&gel

normalverteilt ist mit E(X) = ¢ und
o(X) =0 =150cm.
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Hypothesentests (2)

» Statistische Hypothesen sind in der Regel nur indirekt
prufbar.

» ldee: Man stellt zunachst eine Hypothese auf und
verwirft sie genau dann, wenn sich eine Beobachtung
einstellt, die bei Gultigkeit der Hypothese
unwahrscheinlich ist.
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Hypothesen und Testproblem W

» Nullhypothese (H): Formulierung der Gleichheit (keine
Abweichung, kein Effekt, keine Wirkung ...)

» Alternativhypothese (H;): Formulierung eines
Unterschieds (Abweichung, Effekt, Wirkung ...);
Nullhypothese nicht richtig

> statistisches Testproblem flir den Parameter 0, 6
vorgegeben:

Hy:0=106y gegen Hi:0 # 6y
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Bsp. Statistisches Testproblem

» Frage: Stimmt der Erwartungswert y der Zufallsvariable
X = ,Nagellange“ mit der Solllange von 17 cm Uberein?

» Nullhypothese (Hy): ,Die zu erwartende Lange der
Néagel betragt 17 cm.*

» Alternativhypothese (H;): ,Die zu erwartende Lange der

N&gel betragt nicht 17 cm.”

» Das statistische Testproblem lautet:

Ho:pu =17 gegen Hp:u #17
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Aufbau von Hypothesentests

» Intention eines Hypothesentests ist es, die
Nullhypothese zu tberprifen:

Hy : « was zu widerlegen ist »
H; : « was man gerne zeigen mochte »

» Wie wird entschieden, ob Hj abgelehnt werden kann?
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PrifgroBen

» Die PrufgréBe oder Testfunktion ist die Vorschrift

(Formel), nach der aus einer gegebenen Stichprobe eine

Zahl (Wert der PrufgroBe) errechnet wird.

» Der Test besteht nun darin, dass je nach dem Wert der

PrifgréBe fur oder gegen die Nullhypothese
entschieden wird.
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Bsp. PrifgréBe Nagellange

» Als PrifgroBe bietet sich X = % L, Xjan.

» Es wird eine zuféllige Stichprobe aus der laufenden
Produktion entnommen. Folgende Léngen (in
Zentimetern) werden an n = 10 N&geln gemessen:

19.2, 17.4, 18.5, 16.2, 18.9, 16.7, 17.1, 17.0, 16.9, 17.6

» Der aus deL Stichprobe berechnete Wert der
PrifgroBe X betragt x = 17.60 cm.

» Ist das nun ,&hnlich“ zu 17 cm? Wie ist die PrifgroBe X
verteilt?
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Prufverteilungen

» Priifverteilung: Verteilung der PrifgréBe

» Voraussetzung: Verteilung der PriifgréBe unter H) ist
bekannt
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Bsp. Prifverteilung Nagellange (1)

» Verteilung der PriifgréBe unter Hy:

X ~ N(po, %)

bzw.

Z— X;”"\/EN N(0,1),

mit o = 17cm, 0 = 1.5cm und n = 10.

Die Verteilung der standardisierten PrifgréBe Z unter
H, ist gerade die Standardnormalverteilung.

SoSe 26, v0.7 8. Hypothesentests 8.2. Hypothesentests

457




Bsp. Prifverteilung Nagellange (2)

0.6

0.4

0.2

T T T T ; ‘ : -
15.5 16 16.5 17 17.5 18 185 «x
Abb.: Dichtefunktion der PriifgroBe X ~ N (17, %)
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Bsp. Stand. Prifverteilung Nagelldnge W/

0.2

0.1+

3 -2 -1 0 1 2 3

Abb.: Dichtefunktion der stand. PriifgréBe Z ~ N(0, 1)
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Bsp. PrifgréBenwert Nagellange

» Der aus deL Stichprobe berechnete Wert der
PrifgroBe X betragt x = 17.60 cm.

» Als Wert der standardisierten PriifgréBe Z erhalt man

% — 17.6 — 17
7 =1 Uyoﬁz —S—V10 = 126.
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Bsp. Prifverteilung u. PrifgroBenwert

0.6+

0.4

0.2

T T T T T . T T >
15.5 16 16.5 17 17.5 18 185 x
Abb.: Dichte der PriifgréBe X mit dem beobachteten
PrifgroBenwert 17.6 (orange)
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Bsp. Stand. Prufverteilung u. PrifgréBenwert

¢(z) A

0.4

0.3

0.2

0.1

O T T T T T . T T >
-3 -2 —1 0 2 3 z
Abb.: Dichte der standardisierten PrifgréBe Z mit dem
beobachteten PriifgréBenwert 1.26 (orange)
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Signifikanzniveau «

» Das Signifikanzniveau « stellt die
Entscheidungsgrenze zwischen Nullhypothese und
Alternative dar und legt die maximal zuldssige
Irrtumswahrscheinlichkeit fest.

» Der kritische Wert c unterteilt den Definitionsbereich
der PrifgroéBe in einen sogenannten Annahme- und
Ablehnbereich.

» Der kritische Wert ergibt sich aus dem festgelegten «
und der Verteilung der PrifgroBe. Der Ablehnbereich
wird auch als kritischer Bereich bezeichnet.
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Annahme- und Ablehnbereich (1)

» Testproblem: Hy:0 =60 gegen Hi:0 # 6
f(x) A

11—«

W

Ablehnbereich —¢ Annahmebereich +CAbIehnbereich
(Hy ablehnen) (Ho beibehalten) (Hy ablehnen)
Abb.: Priufverteilung mit Ablehnbereich
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Bsp. Kritischer Wert Nagellange (1)

» Der kritische Wert ¢ ergibt sich hier als das
(1 — a/2)-Quantil z;_, /, der
Standardnormalverteilung (Prufverteilung).

» Fur o = 0.05 ist das (1 — a/2)-Quantil der
N(O, 1)—vertei|ung Z0.975 = 1.96.
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¥ T T - >
—Zp975 = —1.96 0 Zp.975 = 1.96 z
Abb.: Dichte der stand. PrifgroBe Z mit dem Ablehnbereich

C = (—00,—1.96) U (1.96, 00) (rot) fir &« = 0.05
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Bsp. Kritischer Wert Nagellange (2)

» Die 2.5 %- und 97.5 %-Quantile der
N(17, \1/3) -verteilung sind

15 __
X0.025 = 17 — zp.975 - m = 16.07
bzw.
17 + 15 —17.93
X0.975 = 20.975 * Jio 7
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Bsp. Ablehnbereich Nagellange (2)

0.6
0.4+
02+ % = 0.025
2
O v T ¥ - o
X0.025 = 16.07 17 X0.975 = 17.93 X

Abb.: Dichte der PrufgroBe X mit dem Ablehnbereich
C = (—00,16.07) U (17.93, 00) (rot) fir « = 0.05
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Testentscheidung

» Basierend auf der PrifgroBe fallt die Entscheidung flr
H;j im Testproblem

Hy:0=106y gegen Hi:0 # 6y,

falls der Wert der PriifgréBe in den Ablehnbereich fallt.
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Bsp. Testentscheidung Nagellange (1)

» Damit muss davon ausgegangen werden, dass sich der

Prozess nicht mehr unter statistischer Kontrolle
befindet, falls fir den beobachteten Wert z der
PrifgroBe Z gilt:

z| > 1.96

» Da flr die Stichprobe Z den Wert 1.26 angenommen
hat, kann Hj nicht verworfen werden.

» Bei einem Signifikanzniveau von 5 % kann statistisch
nicht nachgewiesen werden, dass die erwartete
Nagelldnge von der Solllange von 17 cm abweicht.
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0.2+

0.1+

Y T L T -
—1.96 0 1.96

ny

Abb.: Dichte der stand. PrifgroBe Z mit dem beobachteten
PrufgréBenwert 1.26 (orange) und dem Ablehnbereich (rot)
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Bsp. Testentscheidung Nagelldnge (3)

0.6
0.4+
0.2+
0 " ' ® ' = >
16.07 17 17.93 X

Abb.: Dichte der PriifgroBe X mit dem beobachteten
PrufgréBenwert 17.6 (orange) und dem Ablehnbereich (rot)
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Kleine Zusammenfassung

» Ein statistisches Testproblem besteht aus einer
Nullhypothese Hj und einer Alternative Hy, die sich
gegenseitig ausschlieBen und Aussagenlber bestimmte
Parameter des interessierenden Merkmals in der
Grundgesamtheit beinhalten.

» Ein statistischer Test basiert auf einer geeignet
gewahlten PrifgréBe und liefert eine formale
Entscheidungsregel, die aufgrund einer Stichprobe
darliber entscheidet, ob eher Hy oder H; fir die
Grundgesamtheit zutrifft.
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